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摘　要：目前，网格曲面机械人磨削理论得到了广泛研究，但现有方法所产生的磨削工具姿态往往存在

光顺性差、未能兼顾网格曲面局部微分特性等问题，为此，提出了一种基于网格曲面和四元数插

值的机器人磨削工具姿态光顺优化算法。首先，通过对网格曲面法矢进行估计，并对网格曲面

局部几何特征进行拟合获得相应的曲率信息，实现网格曲面局部微分特性的重构；然后，综合

考虑磨削曲面的曲率信息，在曲率较大的关键路径点处进行磨削工具姿态的指定，并采用四元

数插值在指定的姿态间生成光顺变化的过渡姿态，以提高磨削过程的运动平稳程度和磨

削表面的均匀性。仿真结果和加工实例表明，该算法能够产生光顺性良好和过渡均匀的磨削工

具姿态，并且能够很好地适应网格曲面的曲率变化，保证了磨削过程的平稳性和磨削效果的均

匀性。
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Abstract：At  present,  robotic  grinding  theory  for  mesh  surfaces  has  been  widely  studied.  However,  existing
methods  often  have  the  problem  of  poor  smoothness,  as  well  as  neglecting  the  local  differential
characteristics  of  mesh  surfaces.  Therefore,  in  this  paper,  a  robotic  grinding  posture  smoothing
optimization  algorithm  based  on  mesh  surface  and  quaternion  interpolation  is  proposed.  Firstly,  the
local  differential  characteristics  of  mesh  surface  is  reconstructed  by  estimating  the  normal  vector  of
mesh  surface  and  fitting  the  local  geometric  characteristics  of  mesh  surface,  in  order  to  obtain  the
corresponding  curvature  information.  Then,  identification  of  key  areas  of  the  grinding  process  is
conducted  on  basis  of  the  obtained  local  differential  characteristics,  and  key  grinding  postures  are
assigned at  those  grinding points  with  locally  maximum curvature.  Next,  the  technique  of  quaternion
interpolation is performed among those assigned grinding postures to optimize motion smoothness and
to improve the uniformity of grinding. The simulation experiment and practical grinding test have been
carried out, and the results show that the proposed algorithm can generate smoother grinding postures
along  the  path  with  less  fluctuation,  and  can  accommodate  well  with  the  changes  of  curvature  on
triangular  surface,  which  ensures  the  smoothness  of  grinding  and  the  uniformity  of  the  surface  after
grinding.
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三角网格曲面由于拓扑结构简单和计算效率高

等优点[1]，在汽车、船舶和模具等领域得到广泛应

用。尤其随着数控加工领域针对网格曲面刀位轨迹

生成方法研究的深入[2−7]，针对基于三角网格曲面

表示的工件磨削、平整需求也日益增多。然而，作

为分片线性曲面，三角网格曲面缺少连续的法矢及

曲率等局部微分几何信息；加之网格曲面作为真实

模型的逼近曲面，存在精度损失的问题。因此，为

了保证磨削过程的平稳性和磨削质量的均匀性，在

利用机器人对三角网格曲面表示的工件进行磨削处

理时，如何综合考虑网格曲面的局部微分特性，设

计出相应的磨削工具姿态光顺优化算法，从而产生

光顺性良好和过渡均匀的磨削工具姿态，成为目前

亟需解决的问题。

在数控加工中，为解决三角网格曲面缺少连续

的法矢及曲率的问题，不少研究学者给出了相对成

熟的解决方案。在计算三角网格节点处的单位法矢

时，常见的做法是对该节点周围的三角面片的法矢

做面积加权平均[1,3]，或考虑周围的三角面片形状等

因素采用角度正弦加权等加权方式予以改进[4,8]。另

外，为了对曲面凹凸性判别及加工工具姿态进行合

理规划，需要对节点处的曲率信息进行合理估计。

相较于采用 Taubin 方法 [9]、基于多截形法的曲率估

计[3] 即 Voronoi 方法 [10] 等策略，本文中采用对局部

顶点进行精确的参数曲面拟合的方式来进行曲率估

计[4]，该方式在操作和可控性上显得更为灵活，能

够更好地为基于网格曲面的机器人磨削工具姿态光

顺优化算法提供必要的曲面信息的支持。

另一方面，数控加工中在对加工工具姿态进行

优化时，通常采用基于启发式算法[11]、最短路径算

法[12]、样条拟合 [13] 或径向基函数插值 [14] 的方式来

实现加工工具姿态间的平稳过渡。同样的，在使用

机器人对网格曲面的工件进行磨削、平整的过程中，

也需要对磨削工具的姿态变化的光顺性进行优化，

从而避免磨削工具姿态变化剧烈导致的磨削表面的

不均匀及机器人关节电机负荷过大。考虑到四元数

插值在姿态过渡上的优势[15]：能产生角速度均匀的

姿态过渡、计算效率高及算法逻辑清晰，本文以四

元数插值作为机器人磨削工具姿态光顺优化策略，

实现对三角网格曲面磨削工具的姿态规划。

具体而言，本文将首先对网格曲面的法矢、曲

率等局部微分几何信息进行计算，并基于所获得的

的法矢和曲率信息，指定关键路径点的磨削工具姿

态，最后通过四元数插值的方式对磨削工具姿态进

行光顺，从而实现对磨削过程中机器人末端运动的

优化。 

1    三角网格曲面的微分几何特性
 

1.1    法矢和曲率估计

曲面的法矢是加工过程中工具姿态调整的重要

参考，然而三角网格曲面作为分片线性曲面，在节

点处缺少连续的法矢和曲率信息。因此，对网格曲

面的机器人磨削工具姿态光顺性优化而言，首先需

要对网格曲面的节点处的法矢进行估算。

i υi

ei

si, j、ei, j， j = 1, 2, · · · , m

如图 1 所示，在三角网格下标为 的节点 处，

所对应的法矢 可以由该节点星形邻域附近的面片

的法矢做面积加权平均得到，记该节点附近的三角

面片的面积和法矢分别为 ，具

体公式如下。

ei =

m∑
j=1

si, jei, j

/ m∑
j=1

si, j （1）
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图 1  网格曲面节点的星形邻域
 

除了法矢之外，三角网格曲面的曲率信息仍待

估算。曲率反映了曲面或曲线在该点的弯曲程度，

是姿态规划算法的重要依据。

Be’zier

Be’zier

对三角网格曲面的曲率估计，对计算效率要求

较高，同时要求其估算的适应能力好，即能够依据

精度的要求进行灵活调整。本文采用三次 曲

面进行对三角网格曲面的节点进行局部拟合，根据

拟合曲面计算相应点的曲率。三次 曲面的表

达式

C(u, v) =
3∑

i=0

3∑
j=0

bi, jBi,3(u)B j,3(v) （2）

bi, j Be′zier u、v

bi,3(u)、B j,3(v)

其中： 为 曲面的控制顶点， 为曲面的

参数， 为 Bernstein 基函数。
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Be′zier υi

Q j(x j, y j, z j)

为完成三次 曲面的拟合过程，需要对 邻

域的节点 进行参数化，然后利用最小二

乘法求取拟合曲面。本文对节点进行参数化的过程

如下。

Q j（1） 计算点集 的最小二乘平面

记最小二乘平面的方程为

z = a0 x+a1y+a2 （3）

利用式（4）在极值条件下，计算得到相应的

系数和最小二乘平面方程。
S =
∑

(a0 x j+a1y j+a2− z j)2

∂S
∂ak
= 0, k = 0, 1, 2

（4）

Q j（2）将节点 投影至最小二乘平面上。

[0, 1]× [0, 1]

Q j
[
u j, v j

]（3）  将所得投影点缩放至 的矩形

域中，获得 对应的参数值 。

Q j
[
u j, v j

]
AX = B

然后，将节点 及对应的参数值 代入式

（2）中，获得线性方程组 ，求解该方程，

完成拟合过程。

Be′zier

υi r(u(t), v(t))

υi

接着，根据局部拟合得到的 曲面方程，

若经过节点 的磨削路径曲线为 ，依据式

（5）计算节点 处的曲率：

K =
Ldu2+2Mdudv+Ndv2

Edu2+2Fdudv+Gdv2
（5）

E、F、G

L、M、N

其中：K为曲面在该点处的法曲率， 为曲

面第一类基本量， 为曲面第二类基本量。 

1.2    关键路径点的姿态指定

∆t

r(u(t), v(t)) rk(k = 1, 2, · · · , m)

ek(k = 1, 2, · · · , m)

Kk(k = 1, 2, · · · , m)

利用等参数法，按步长 ，将磨削路径曲线

分割成离散的路径点 。随

后利用 1.1 节中介绍的法矢和曲率估计方法计算每

个 离 散 路 径 点 处 的 法 矢 和 曲 率

。基于离散点处的曲率信息，按照

以下流程指定关键路径点，并对关键路径点进行姿

态指定：

Kk(k = 1, 2, · · · , m)（1）计算曲率序列 的平均值。

K =
1
m

m∑
k=1

Kk （6）

Kc = K +δ
(
Kmax−K

)
Kmax δ ∈ [0，1]

δ

（2）计算 作为曲率这一特征的

阈值，其中 为曲率序列中的最大值， ，由

人工指定， 值越接近于 1，表明设定的曲率阈值越大。

Kc{
rk1 , rk2 , · · ·, rks , · · ·, rki1

, rki2
, · · ·, rkit

}（3）遍历曲率序列，将曲率值大于曲率阈值 的

路径点区域视作关键区域 ，

并将每个关键区域内曲率值局部最大的路径点视作

关键路径点。

（4）将关键路径点的姿态指定为该点处的

法矢。

至此，完成了关键路径点的机器人磨削工具姿

态的指定，为后续机器人磨削工具姿态的光顺性优

化做好了准备。 

2    四元数插值和姿态优化

本文采用四元数插值算法对机器人磨削工具姿

态的光顺性进行优化，从而获得光顺性良好和过渡均

匀的磨削工具姿态。下面介绍四元数插值的具体流程。

q = q1i+q2 j+q3k+q4 =
[
q1, q2, q3, q4

]
i, j, k i2 = j2 = k2 = −1 i j = − ji = k

jk = −k j = i ik = −ki = − j

四 元 数 是 一 种 具有 4 个 分 量 的 、 形 如

的超复数 [16]，其中

为虚轴单位，满足 ， ，

， 。

en = [en, i,

en, j, en,k]

En =
[(

en, i, en, j, en,k
)
，0
]

ere f ere f en

对 于 三 维 空 间 中 的 某 一 单 位 矢 量

，在四元数空间内可以被表示为一个纯四元

数 。若指定某一固定单位矢量

作为参考矢量，则由参考矢量 到单位矢量

的旋转变换可以被表示为

En = qn Ere f q∗n （7）

Ere f ere f q∗n
qn qn ere f en

qn

其中： 为参考矢量 所对应的纯四元数； 是

的共轭四元数， 为由 到 所经旋转变换对应

的四元数，且该四元数 的计算公式为
sn =

ere f × en∥∥∥ere f × en

∥∥∥
θn = arccos(ere f · en)

qn =

[
sn sin

(
θn
2

)
, cos
(
θn
2

)] （8）

rn(n = 1, 2, · · · , N)

en(n = 1, 2, · · · , N)

下面利用四元数插值，对章节 1 中所指定的关

键路径点序列 所对应的姿态序列

（即该点的法矢） 进行插值，生成

中间矢量作为过渡磨削工具姿态。具体做法如下：

ere f

ere f en(n = 1, 2, · · · , N)

qn(n = 1, 2, · · · , N)

（1）  选取参考矢量 ，并按照式（7）计算

旋转至姿态序列中每一个姿态 所

对应的四元数 。

qn, qn+1(n = 1, 2, · · · , N −1)

（2）在所获得的四元数序列中，顺序选取两

相邻四元数 ，按照式（9）进

行四元数插值，得

qmn =
sin((1− t)θ)

sinθ
qn+

sin(tθ)
sinθ

qn+1 （9）

mn = 1, 2, · · · , Mn; t ∈ [0, 1] Mn

rn rn+1 [0, 1]

[0, 1] Mn

式中： 。 为两关键路径点

和 中间待插值的路径点数目，参数 可将区

间 经 等分得到。

（3）在获得所有路径点的姿态所对应的四元
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qmn

ere f

emn

数后，需要将其转化为该点的姿态。具体做法是，

在每个路径点处，按照插值得到的四元数 ，利用

式（7）对参考矢量 做旋转变换，得到所有中间

路径点的姿态 。

按照上述流程优化后的磨削工具姿态，如图 2
所示，可以看到生成的中间磨削工具姿态具有很好

的均匀性。
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图 2  四元数插值产生的磨削工具姿态
  

3    实例验证

图 3 所示为 MATLAB 实现磨削姿态规划算法

的可视化仿真环境，以及所使用的三角网格曲面。

下面通过与未进行优化的磨削姿态进行对比，

以验证本文算法的优越性。注意：未进行优化的磨

削姿态指的是，将路径点处的法矢直接作为磨削工

具姿态。基于上述算法流程展开仿真，仿真结果如

图 4 所示。
 

打开模型

法矢曲率
估计

关键点
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四元数
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图 3  算法的MATLAB界面及三角网格曲面
 

图 5 为实验结果，通过对优化前后的磨削工具

姿态运动学表现进行对比，以验证运动光顺性是否

得到提高。其中，磨削工具姿态运动学表现为：整

个运动过程中磨削工具姿态的角速度。

利用向前差分，得到角速度的离散表达形式

ω = f
φi+1−φi

Li
（10）

ω f φi

ti

Li ti ti+1

式中： 为角速度； 为加工过程中的进给率； 为

参数为 时磨削工具姿态相对于绝对坐标系 z轴的

转角； 为时间 至 内磨削工具末端点移动距离。
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（a） 原始曲面及某一选定加工路径的曲率分布 （b） 网格曲面上加工路径所估算的曲率分布
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（c） 关键路径点及其姿态的指定
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（d） 经优化的磨削工具姿态

图 4  仿真实例
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图 5  加工实验
 

图 6 所示为优化之前与优化之后的角速度曲线。

可以看出，角速度的波动与优化之前相比明显降低。
 

2.5

2.0

2.5

2.0

0.5

0
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

优化前
优化后

参数 t

角
速
度

 ω
/(

°/
s)

图 6  磨削工具姿态的角速度
  

4    结语

本文针对网格曲面磨削过程中遇到的问题，提

出了相应的磨削姿态规划，所提出的具体算法具有

以下特点：以局部拟合的方式对三角网格曲面进行

法矢和曲率估计，并基于所获得的法矢和曲率信息，

进行了关键路径点及其姿态的指定。然后，通过对

磨削过程中机器人磨削工具姿态进行四元数插值，

获得了更好的磨削工具姿态变化的均匀性，从而得

到了更好的磨削工具姿态过渡的平稳性。经实例验

证，本文所提算法优化后的磨削过程中，磨削工具

姿态的角速度差起伏程度下降，波动减少，平稳性

提高；同时，曲面的磨削效果更加均匀。
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