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摘　要：为了更好地控制液压机械臂在工业生产中作业，以 6R 液压机械臂为研究对象，运用改进 D-H 法

对其进行建模，建立正运动学方程，通过空间几何法和数值解析法结合的方式得到机械臂各关

节角度变量的 8 组解。通过 MATLAB 软件中的 Robots Toolbox 对机械臂建模，在关节空间内

对其进行运动轨迹仿真，得到各关节轴的角位移、角速度和角加速度随时间变化的平滑曲线，仿

真结果验证了所建立的运动学方程的正确性以及该机械臂参数的合理性。为后续液压机械臂

的运动规划及实时控制提供了必要的理论基础和正确的运动学模型。
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Kinematics simulation of 6R mechanical arm based on MATLAB
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Abstract：In  order  to  better  control  the  operation  of  the  hydraulic  manipulator  in  industrial  production,  the  6R
hydraulic manipulator is taken as the research object, the improved D-H method is used to model it, and
the forward kinematics  equation is  established.  Eight  sets  of  solutions  for  the  angle  variables  of  each
joint  of  the  manipulator  are  obtained.  The  robotic  arm  is  modeled  by  Robots  Toolbox  in  MATLAB
software, the motion trajectory of the robot was simulated in the joint space, and the smooth curves of
angular  displacement,  angular  velocity  and angular  acceleration of  each joint  axis  with  the time were
obtained.  The  simulation  results  proved  that  the  kinematics  equation  established  is  correct  and  the
parameters of the robot are reasonable. It provides the necessary theoretical basis and correct kinematics
model for the subsequent motion planning and real-time control of the hydraulic manipulator.
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近些年机械臂广泛应用于多个生产领域，这是

因为它使用方便、动作灵敏，并且能适应各种复杂

多变的工作环境，能有效地减少劳动力、提高生产

效率。在工业拆卸及大物件搬运等起重比要求高的

环境中，大多使用液压机械臂。

为了提高液压机械臂的结构性能、作业精度等，

其运动学的研究尤为重要。对于机械臂的建模及正

逆运动学的研究方法选择上，不论是 D-H 建模还是

其他的建模方式；数值解析法还是几何法，或是神

经网络、遗传算法求逆解，都各有利弊。大部分专

家学者在进行对机械臂运动学的研究中都采取了不

同的方法。对机械臂建模而言，郭发勇等[1] 使用一

种实体建模的方式（CFDH）使机器人建模更直观

准确，但建模步骤会繁琐一些；Li F T 等 [2] 采用改

进的 D-H 法和几何映射算法对液压机械臂建模。对

运动学分析而言，郭志强等[3] 和赵修琪等 [4] 采用矩

阵逆乘的方式求逆解，此过程易懂明了，但出现了

漏解现象；张普行等[5] 用空间几何求反解，避免了

大量矩阵乘和求矩阵逆；Peng J Q 等 [6] 对 6 自由度

机械臂划分成两个 3 自由度，用解析法对其求逆解；
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党浩明等[7] 用中间变量替代齐次矩阵连乘，有效缩

短逆解运算时间；Zarrin A 等 [8] 提出一种逆运动学

的优化几何解法，在笛卡尔坐标系下增加 2 个角度

输入，增加机械臂工作空间，优化其效率，逆运动

学求解大大降低了定位误差；Duka A V 等[9] 采用基

于神经网络方式求逆解，并对其轨迹进行跟踪验证，

结果非常稳定。

本文以 6R 液压机械臂为研究对象，针对其正

逆运动学进行研究和分析。首先，用改进的 D-H 参

数法构建机械臂运动学模型及正运动学方程，运用

几何法和解析法结合的方式求出运动学逆解，然后

调用机器人工具箱对正逆解进行求解，分析对比计

算值与真实值。最后，通过关节空间轨迹规划进行

仿真，验证此建模及运动学分析的机械臂运动平稳

有效，为之后运动规划及实时控制打下坚实基础[10]。 

1    机械臂运动学分析
 

1.1    机械臂基本结构及建模

液压机械臂是一款 6R 关节串联机械臂，其三

维模型如图 1 所示，它的主要组成包括腰部（回

转）、大小臂（俯仰）以及手腕等部分，各相邻杆

件通过转动关节连接，在工业拆卸、搬运等领域具

有广泛的应用。机械臂全液压驱动，除肩部采用直

线液压缸、腕部旋转采用液压马达，其余关节全部

采用摆动液压缸。
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图 1  液压机械臂三维模型
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根据图 1、2 的机械臂三维模型及其尺寸参数，

通过改进的 D-H 参数法，建立机械臂坐标系，

系与 系之间的变换关系可以用平移和旋转来表示。

其建模的具体步骤如下：
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图 2  液压机械臂平面尺寸
 

i−1 zi−1 θi xi−1 xi

Rot(zi−1, θi)

（1）令 系绕 轴旋转 ，使 与 平行，

其算子为 。

zi−1 di xi−1 xi

Trans(0, 0, di)

（2）沿着 轴平移 ，使 轴与 轴重合，其

算子为 。

xi ai−1

Trans(ai−1, 0, 0)

（3）沿着 轴平移 ，使二者原点重合，其

算子为 。

xi αi−1 i−1 i

Rot(xi, αi−1)

（4）沿着 轴旋转 ，使得 系和 系重合，

其算子为 。

αi−1

θi

ai−1 di

θi

ai−1 αi−1 di

构建的机械臂坐标系简图如图 3 所示，构建的

连杆参数及关节变量如表 1 所示，其中 表示连

杆坐标系之间的扭转角度， 表示各关节的旋转角

度， 表示相邻关节之间的连杆长度， 表示相邻

连杆之间的偏移量。在表中各参数之中，只有 为

变值， 、 和 均为定值。
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图 3  机械臂坐标系简图
 

表 1　液压机械臂 D-H 参数

i ai−1/mm αi−1/(◦) di/mm θi/(◦) (◦)关节范围 /

1 0 0 d1(195) θ1 (−120, 120)

2 a1(120) −90 0 θ2 (−32.5, 87.5)

3 a2(850) 0 0 θ3 (−172, 98)

4 a3(500) 0 0 θ4 (−90, 90)

5 a4(130) 90 0 θ5 (−90, 90)

6 0 −90 d6(80) θ6 (−360, 360)
  

1.2    机械臂运动学正解

机械臂的正运动学是通过两连杆坐标系间的变

换矩阵相乘得到末端位姿矩阵的过程。由于本文运

用改进的 D-H 参数法，其变换矩阵的通式用式（1）
表示。

i−1
i T =Rot(zi−1, θi)×Trans(0, 0, di)×

Trans(ai−1, 0, 0)×Rot(xi, αi−1)

i−1
i T =


cosθi −sinθi 0 ai−1

sinθi cosαi−1 cosθi cosαi−1 −sinαi−1 −di sinαi−1

sinθi sinαi−1 cosθi sinαi−1 cosαi−1 di cosαi−1

0 0 0 1


（1）

将表 1 中各连杆的 D-H 的 4 个参数代入式（1）
中，可依次得到如下各连杆变换矩阵。

0
1T =


cosθ1 −sinθ1 0 0
sinθ1 cosθ1 0 0

0 0 1 d1

0 0 0 1
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1
2T =


cosθ2 −sinθ2 0 a1

0 0 1 0
−sinθ2 −cosθ2 0 0

0 0 0 1


2
3T =


cosθ3 −sinθ3 0 a2

sinθ3 cosθ3 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


3
4T =


cosθ4 −sinθ4 0 a3

sinθ4 cosθ4 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


4
5T =


cosθ5 −sinθ5 0 a4

0 0 −1 0
sinθ5 cosθ5 0 0

0 0 0 1


5
6T =


cosθ6 −sinθ6 0 0

0 0 1 d6

−sinθ6 −cosθ6 0 0
0 0 0 1


将以上各连杆变换矩阵依次相乘得到机械臂正

解，如式（2）所示。

A = 0
6T = 0

1T1
2T2

3T3
4T4

5T5
6T =


nx ox ax px
ny oy ay py
nz oz az pz

0 0 0 1

 （2）

式（2）中：
nx = −c6 s1 s5+ c234c1c5c6− s234c1 s6

ny = c6c1 s5+ c234 s1c5c6− s234 s1 s6

nz = −c234 s6− s234c5c6

ox = s6 s1 s5− c234c1c5 s6− s234c1c6

oy = −s6c1 s5− c234 s1c5 s6− s234 s1c6

oz = s234c5 s6− c234c6

ax = −c5 s1− c234c1 s5

ay = c5c1− c234 s1 s5

az = s234 s5

px = (a1+a3c23+a2c2+a4c234)c1− (c1c234 s5+ c5 s1)d6

py = (a1+a3c23+a2c2+a4c234)s1− (s1c234 s5− c5c1)d6

pz = d1+ (d6 s5−a4)c23 s4+ (d6 s5−a4)s23c4−a3 s23−a2 s2

c234 = cos(θ2+ θ3+ θ4) s234 = sin(θ2+ θ3+ θ4) c23 =

cos(θ2+ θ3)

其中： ， ，

。 

1.3    机械臂运动学逆解

机械臂运动学求逆解是通过已知的末端位姿矩

阵来求解各个关节的旋转角度。求逆解的方法一般

包括几何法、解析法等。几何法一般是将 D-H 参数

通过空间几何转换到平面上来求解；而解析法是通

过变换矩阵得到的三角函数方程来求解。本文则通

过几何法和解析法结合的方式来求解机械臂运动学

逆解，这样可以大大减少其计算量。

θ1, θ5, θ6（1）计算

由于关节 2~4 是俯仰关节，通过俯视角度观其

始终在一条直线上。关节 5 为偏摆关节，关节 6 为

回转关节连接在关节 5 上，可知关节 6 相对于关节

θ1

5 的相对位姿是固定的。当给定末端位姿，可通过

齐次变换得到关节 5 相对于基座下的位姿，再通过

图 4 就能确定 的表达式。
 

x0

y0

z0

O0

O5

θ1

图 4  关节 5 在基座坐标系下的投影
 

0
5T = A(5

6T)−1 =


∗ ∗ ∗ −axd6+ px

∗ ∗ ∗ −ayd6+ py

∗ ∗ ∗ −azd6+ pz

0 0 0 1

 （3）

通过式（3）可得

tanθ1 =
−ayd6+ py

−axd6+ px
=

ayd6− py

axd6− px
（4）

通过式（4）可得

θ1 = a tan2(−ayd6+ py, −axd6+ px) （5）

或

θ1 = a tan2(ayd6− py, axd6− px) （6）

(0
1T)−1(0

6T) = (0
1T)−1 A通过 ，等式两边（2, 3）相等得

−ax s1+ayc1 = c5 （7）

s5 = ±
√

1− c2
5 θ5再利用 求解 。

θ5 = a tan2
(
±
√

1− c2
5, c5

)
（8）

(0
1T)−1(0

6T)(5
6T)−1 = (0

1T)−1 A(5
6T)−1通 过 ， 等 式 两 边

（2, 3）相等得

−s6(−nx s1+nyc1)− c6(−ox s1+oyc1) = 0 （9）

θ6 = a tan2(ox s1−oyc1, −nx s1+nyc1) （10）

θ2, θ3, θ4（2）计算

(0
1T)−1(0

6T)(5
6T)−1 = (0

1T)−1 A(5
6T)−1根据 等式两边（1, 3）

和（3, 3）相等得{ −s6(nxc1+ny s1)− c6(oxc1+oy s1) = s234

−s6nz− c6oz = c234
（11）

再根据（1, 4）和（3, 4）相等后移项得{
a3c23+a2c2 = −d6(axc1+ay s1)+ pxc1+ py s1−a4c234−a1

a3 s23+a2 s2 = d6az− pz+d1−a4 s234

（12）

X1 X2令 和 分别与式（12）右部分相等得
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X2
1 +X2

2 = (a3c23+a2c2)2+ (a3 s23+a2 s2)2 = a2
3+a2

2+2a2a3c3

（13）

θ3从而通过（13）求解

θ3 = a tan2(s3, c3)
c3 = (X2

1 +X2
2 −a2

3−a2
2)/(2a2a3)

s3 = ±
√

1− c2
3

X1 = −d6(axc1+ay s1)+ pxc1+ py s1−a4c234−a1

X2 = d6az− pz+d1−a4 s234

（14）

θ2根据式（12）~（14）可求出

θ2 = a tan2(s2, c2)

s2 =
(a2+ c3a3)X2− s3a3X1

(a2+ c3a3)2+ s2
3a2

3

c2 =
(a2+ c3a3)X1+ s3a3X2

(a2+ c3a3)2+ s2
3a2

3

X1 = −d6(axc1+ay s1)+ pxc1+ py s1−a4c234−a1

X2 = d6az− pz+d1−a4 s234

（15）

θ4再根据式（13）~（15）可求出

θ4 = a tan2(s234, c234)− θ2− θ3 （16）

通过以上几何法和解析法结合的方式已求出此

液压机械臂全部关节角，从以上各式可看出存在多

解的情况，经过组合可生成 8 组逆解，具体的求解

流程如图 5 所示。大部分的机械臂都会存在多个逆

解，会让机械臂的末端位姿有多种选择。但是在实

际运动过程中，要充分考虑到机械臂参数的约束，

会有部分逆解在机械臂可达空间之外，或是末端位

姿不符合操作任务的要求，所以对求得的逆解需要

进行验证。 

2    机械臂运动学仿真
 

2.1    建立运动学模型

在 MATLAB 软件中，使用机器人工具箱 Robotics
Toolbox 对机械臂进行运动学建模，它包含机器人

所需要的多种运动学函数。根据表 1 所给出的数据，

运用机器人工具箱对机械臂建模，得到的初始模型

如图 6 所示。
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图 6  机械臂初始姿态
  

2.2    机械臂正运动学验证

对机械臂进行正运动学的验证，只需要将一组

关节角代入式（10），得到的位姿矩阵与 MATLAB
得到的是否一致，若一样则正运动学验证正确。

q1 = [0 0 0 0 0 0]

T1

取随机一组关节角 ，代入到运动

学正解公式中得到末端姿态矩阵 ，与机器人工具

箱所得到的末端位姿矩阵（如图 6）一样，验证了

机械臂正运动学方程与运动学模型的正确性。

T1 =


1 0 0 a1+a2+a3+a4

0 0 1 d6

0 −1 0 d1

0 0 0 1

 =


1 0 0 1.6
0 0 1 0.08
0 −1 0 0.195
0 0 0 1


 

2.3    机械臂逆运动学验证

q2 = [30 60 45 75 45 120]∗ pi/180

T2

取 代入到机器人

工具箱中进行求解，可得到末端位姿矩阵

T2 =


0.4830 0.8365 0.2588 0.2680
−0.1294 −0.2241 0.9659 0.2201
0.8660 −0.5000 0.0000 −1.0241

0 0 0 1.0000


将上述得到的位姿矩阵代入到（1.3）节中的计

算公式，可计算出对应的运动学逆解。在 MATLAB
对机械臂逆解计算得出结果如表 2 所示。

θ1 (1) θ1 (2)

θ5 (1) θ5 (2) θ5 (3) θ5 (4)

θ6 (1)

θ3 (1)

θ2 (1)

θ4 (1) θ4 (2) θ4 (1) θ4 (2) θ4 (3) θ4 (4) θ4 (3) θ4 (4)

θ2 (2) θ2 (1) θ2 (2) θ2 (3) θ2 (4) θ2 (3) θ2 (4)

θ3 (2) θ3 (1) θ3 (2) θ3 (3) θ3 (4) θ3 (3) θ3 (4)

θ6 (1) θ6 (2) θ6 (2)

逆运动学求解

给定位姿矩阵

图 5  运动学求逆解流程图
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q2

根据表 2 的数据可知，对于每组末端位姿均可

求出 8 组逆解。当然在实际应用中，对机械臂的约

束不同，机械臂能到达的关节角度只会是其中的一

部分。经过数据对比，发现 的取值与表 2 第一组

一致，至此验证了建立此种逆运动学的正确性。 

2.4    轨迹规划及仿真

这里所指的轨迹规划方法是指机械臂在运动时，

对其位置、角速度及角加速度进行规划，通过得到

的曲线观察其具体的运动状态[11−12]。

q1 = [0 0 0 0 0 0] q3 =

[45 −60 90 60 −36 −30]

选用关节空间轨迹规划，在空间中选择任意两

点，在机器人工具箱中调用函数对机械臂进行轨迹

规划。设关节空间中初始点所对应的关节转角为

，末端点所对应的关节转角为

，得到的机械臂末端运动

轨迹如图 7 所示。
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图 7  机械臂末端运动轨迹
 

需要对机械臂的 6 个关节进行分析，分别对其

位移、角速度及角加速度进行仿真。由图 8 可知，

机械臂在运行过程中，6 个关节所有关节的角位移、

角速度、角加速度随时间变化曲线能平稳运行，不

表 2　运动学逆解数值

组别 θ1 θ2 θ3 θ4 θ5 θ6

1 0.523 6 1.047 2 0.785 4 1.309 0 0.785 4 2.094 4

2 0.523 6 1.618 6 −0.785 4 −3.974 8 0.785 4 2.094 4

3 0.523 6 1.047 2 0.785 4 1.309 0 −0.785 4 2.094 4

4 0.523 6 1.618 6 −0.785 4 −3.974 8 −0.785 4 2.094 4

5 −2.618 0 1.858 2 0.342 9 −2.201 0 2.356 2 −1.047 2

6 −2.618 0 2.111 3 −0.342 9 −1.768 5 2.356 2 −1.047 2

7 −2.618 0 1.858 2 0.342 9 −2.201 0 −2.356 2 −1.047 2

8 −2.618 0 2.111 3 −0.342 9 −1.768 5 −2.356 2 −1.047 2
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图 8  液压机械臂各关节仿真曲线
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存在间断和突变。由以上分析可知此液压机械臂及

末端执行器可连续平稳的完成作业任务。 

3    结语

本文以液压机械臂为研究对象，基于改进 D-H
法对其进行运动学建模，建立正运动学方程。通过

空间几何法和数值解析法结合的方式求出其 8 组逆

解，在 MATLAB 编写程序验证了正逆运动学的正

确性。借助机器人工具箱，在关节空间中进行机械

臂运动轨迹的仿真，通过观察各关节角位移、角速

度和角加速度的平滑曲线，验证了机械臂参数的合

理性。
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