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摘　要：直母线刀具在五轴侧铣加工非可展直纹面过程中难与曲面准确贴合，为解决此问题，提出通用

的三点偏置方法完成刀具初始定位，沿刀轴计算刀具与被加工曲面之间的几何偏差，基于偏差

补偿思想偏置得到轴迹面采样点在空间中的理想分布，据此建立轴迹面拟合模型，通过奇异值

分解（SVD）算法求解该模型，以加工偏差绝对值之和最小为目标，求解得到最优加工路径。仿

真算例表明，与基于智能算法的侧铣路径优化方法相比，所提方法在提升加工精度方面优势明显。
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Tool path optimization method for 5-axis flank milling based on deviation compensation of
three-point offset cutter locations

CHEN Lizhi, ZHOU Lifeng, WANG Dong, MA Chi, YU Jianhua

(AECC Commercial Aircraft Engine Co., Ltd., Shanghai 200241, CHN)

Abstract：A cutter with straight generatrix is difficult to fit the curved surface accurately in five-axis flank milling
of non-developable ruled surfaces, in order to solve this problem, a general three-point offset strategy is
proposed for  initial  tool  positioning,  geometric  deviation between the cutter  and the design surface is
then calculated along the tool axis, the desired distribution of points on the tool axis trajectory surface is
obtained according to the concept of deviation compensation, and a tool axis trajectory surface model is
constructed, furthermore, the SVD algorithm is utilized to solve the model, and the optimal solution is
selected  aimed  at  the  minimum sum of  all  machining  errors  in  absolute  form.  The  simulation  results
showed  that  the  proposed  method  has  obvious  advantage  in  machining  accuracy  over  the  heuristic-
algorithm-based tool path optimization methods.
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五轴侧铣加工通过刀具侧刃移除工件表面材料，

加工效率高、铣削质量好，因而被广泛用于涡轮和

叶轮等非可展直纹面零件的加工[1]。由于非可展直

纹曲面的扭曲特性，直母线刀具与曲面完全贴合十

分困难，但合理规划刀位可以减小刀具与曲面之间

的偏差，为达此目的，研究人员提出了诸多侧铣加

工路径的生成方法。

Liu  X  W[2] 提出了刀具定位的双点偏置法，

Redonnet J 等 [3] 发展了三点偏置法，严涛等 [4] 则考

虑了刀具与曲面之间四点接触的情形，并建立了描

述模型，但这些方法仅适用于圆柱刀。圆柱刀与圆

锥刀是两种常见的直母线刀具，但后者可以在同样

尺寸下保持更高的刚度，因而避障性更好，更适用

于叶轮等复杂结构零件的加工。圆锥刀的几何性质

较圆柱刀更为复杂，导致适用于圆柱刀的定位方法

很难直接用于圆锥刀。常见的圆锥刀定位方法是两

点偏置法，尽管三点偏置法可以带来更高的定位精

度，但现有关于锥刀三点偏置定位的模型[5] 形式复

杂，求解困难，限制了其在加工中的应用与集成。

值得注意的是，多点偏置得到的刀位往往不能最小
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化刀具与曲面之间的加工偏差[6]，在使用多点偏置法

确定刀位序列后，往往需要对刀轴进行进一步优化。

宫虎等[7] 分析了圆柱刀与非可展直纹面几何偏

差的性质，给出了偏差极值最小条件下刀轴偏置点

的确定方法，并采用最小二乘模型逼近这些散点以

确定刀具轴迹面。刘红军等[8] 在柱形刀三点偏置定

位的基础上，采用密切法进一步优化刀轴以提高加

工精度。针对锥形刀五轴侧铣加工，孔马斌等[9] 通

过对圆柱刀施以旋转确定圆锥刀的初始刀位，然后

调整刀轴上的三点减小编程误差。阎长罡等[10] 使用

两点偏置法确定初始刀位序列，在此基础上提出了

基于偏差补偿的刀具轴迹面拟合方法。然后，他们

通过构造设计曲面的相伴曲面，建立了基于响应面

法的圆锥刀侧铣路径优化模型[11]。因为刀轴与加工

误差存在高度非线性的关联，部分学者研究了基于

智能算法的侧铣刀路优化方法。Kuo C L 等 [12] 提出

了虑及插补误差的侧铣刀位优化模型，并使用粒子

群（PSO）法、类电场（EM）法等智能算法寻求

最优解。韩军[13] 等使用模拟退火算法和粒子群算法

（SA-PSO）的混合算法提升了单一智能算法在侧

铣刀路优化中的求解效果。

由以上方法可以看出，基于偏差补偿策略的刀

路优化方法仍是提高五轴侧铣加工精度的主流手段，

但对于锥形铣刀初始定位，缺乏便捷的三点偏置模

型；此外，最小二乘模型被广泛用于刀具轴迹面对

理想偏置点的逼近，该模型的求解只关注数学意义

上的偏差最小，并不能真实反映求解所得路径引起

的误差变化。针对以上问题，首先建立解析的圆锥

刀两点偏置模型，通过引入滑移区间，搜索得到其

三点偏置刀位。在此基础上，分析刀轴偏置点的理

想分布，并据此建立轴迹面拟合模型，通过奇异值

分解（SVD）算法求解该模型，对比不同求解路径

对应的加工误差，选择最小值得到最优加工路径。 

1    直母线刀具的三点偏置方法

圆柱刀与圆锥刀均是直母线刀具，圆柱刀可视

作圆锥刀锥角为零的特例，因而适用于圆锥刀的定

位方法很容易拓展到圆柱刀，本节以圆锥刀为研究

对象，提出了通用的刀具定位模型。

R (u, v)首先，非可展直纹面 的表达形式如下：

R (u, v) = (1− v) B1 (u)+ vB2 (u) （1）

B1 (u)

B2 (u)

式中：u为沿边界线方向的参数， 是下边界线，

是上边界线；v是沿曲面直母线方向的参数。

α

R (u, 0.5)

R (u0, 0)

R (u0, 0)

锥形刀的底圆半径为 r0，锥角为 ，三点偏置条件

下刀具与曲面的接触位置分别位于上、下边界线，

以及曲面中间的 u-曲线 。假设刀具与曲面

在下边界线的接触位置为 ，根据锥刀的几何

性质，可以计算 对应刀轴上的一点为

Q1 = R (u0, 0)+
r0

cosα
n (u0, 0) （2）

Q1 n(u0, 0)

R (u0, 0)

式中： 为下边界线对应刀轴上的偏置点，

是 处曲面的单位法矢，曲面上任意一点的单

位法矢可由下式计算：

n(u, v) =
Ru×Rv

∥Ru×Rv∥
（3）

Ru Rv R (u, v)

R (u1, 1) R (u1, 1)

其中： 和 分别是 沿 u向与 v向的一阶切

矢量。如果刀具与曲面的第二接触位置位于曲面上

边界线的一点 ，则 对应刀轴上的一点

应满足如下方程：

Q2 = R (u1, 1)+ rn(u1, 1) （4）

R (u1, 1)其中：r是 与 Q2 的距离，其与底圆半径

的关系为

r =
r0

cosα
+ ∥Q2Q1∥ tanα （5）

r x将 视作变量 ，联立方程（2）、（4）、（5）
可得：

x2cos2α−2x
( r0

cosα
+ c1

)
+ c2 = 0 （6）

其中：

c1 = (Q1R (u1, 1)) · n(u1, 1)sin2α

c2 = −∥Q1R (u1, 1)∥2sin2α+
( r0

cosα

)2

r0 Q2

I I = (Q1Q2)/∥Q1Q2∥
O O = Q1− Irtan(α)

式（6）是一元二次方程，一般存在两解，选

大于 的正解作为最终解，代入方程（4）得到 ，

进而可以确定当前刀具的刀轴 为 ，

刀具底面圆的中心点 为 。

Q1 Q2

{Pi}ni=1

Pi

Ri PiRi Mi

Pi

对于确定的两点偏置刀位，在 和 限定的区

间内对刀轴进行均匀采样，采样点集为 ，计算

向设计曲面的投影，如图 1 所示，所得投影点为

， 与刀具靠近曲面一侧的交点为 ，由此可

得与 对应的曲面偏差为

εi = ∥PiRi∥− ∥Pi Mi∥ （7）

εi εi

Ri

R (u, 0.5)

εmid

如果 为正，则该偏差表示为欠切；如果 为负，

则该偏差表示为过切；否则，表明刀具与曲面在

接触。因此，找到 在刀轴上的法向偏置点

并计算其对应的偏差 ，可以判定二者的接触状态。

εmid如果当前刀位下的 不为零，则保持刀具与

曲面下边界线的接触位置不变，通过更改上边界线
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εmid εmid = 0

εmid = 0 εmid

[
ui, s, ui,e

]
ui, s ui,e εmid

的参数值重新指定刀具与上边界线的接触位置，并

计算新刀位下的 ，直至搜索到 的刀位。其

中，改变上边界线参数值的过程类似于刀具沿着上

边界线滑动。事实上，当锥角为零，即刀具变为圆

柱刀时，所述三点偏置刀位的搜索过程与文献 [7]
中介绍的三点偏置方法类似，因此，可以应用二分

法加速三点刀位的搜索过程。如果在指定滑移范围

内，没有搜索到 的刀位，则返回 最接近 0
时的偏置刀位。图 2 总结了锥形刀初始刀位的搜索

流程，需要注意的是，上边界线的搜索范围

应保证刀具在 和 对应两点偏置刀位的 异号。
 

下边界线

上边界线

非可展直纹面 R (u, v)

刀轴 IO

R (u0, 0)

R (u1, 1)

Q1 Q2Pi

Mi

Riεi

图 1  刀具与曲面偏差计算示意图
 

指定下边界线刀位规划位置 u
i

指定上边界线的滑移搜索范围
[u
i, s, ui, e]

使用解析的两点偏置模型计算上边界线
接触位置定时的两点偏置刀位

计算 εmid 并利用二分法加速搜索
εmid=0 的情形

搜索到三点偏置刀位

输出最优刀位

输出 εmid 最接近 0 时对应的刀位

是
否

图 2  初始刀位规划流程图
  

2    基于偏差补偿的刀路优化
 

2.1    加工偏差的近似计算

根据规划所得刀位序列，可构建刀具路径的描

{Oi}mi=1{
Q2, i
}m

i=1

{Oi}mi=1 {Q2i}mi=1

Cb (t) Ct (t)

述方程。假设刀位个数为 m，从规划刀位中获取两

组点列，一组是刀具底面圆心 ，另一组是曲

面上边界线在刀轴上的法向偏置点 。使用三

次 B 样条曲线对点列进行拟合，其中，样条曲线控

制点的个数不超过规划刀位个数的一半，节点矢量

可选用均匀节点矢量。由 和  拟合而来的

曲线分别记为 和 ，其表达式如下
Cb (t) =

m1∑
l

Nl,3 (t) D1, l

Ct (t) =
m2∑
s

Ns,3 (t) D2, s

（8）

Nl,3 (t) Ns,3 (t) D1, i

D2, i m1 m2

式中： 和 是 3 次 B 样条基函数， 和

是控制点，其个数分别为 和 。进一步，得到

刀路的连续表达式，即

轴迹面方程：

D (t, a) = (1−a)Cb (t)+aCt (t) （9）

式中：参数 a、 t分别表示沿刀轴方向和进给方向

的参数，可见刀具轴迹面也是直纹面，每一个确定

的 t值都对应一个刀位。

n1 n2

D
(
ti, a j
)

D
(
ti, a j
)

D
(
ti, a j
)

εi, j

虽然加工偏差被定义为刀具运动包络面与设计

曲面之间的距离，但这种方式下定义的加工偏差计

算较为复杂，而刀具与曲面之间的几何偏差亦可精

准反映二者之间的贴合程度，因此采用刀具静态轮

廓到曲面的距离近似表示真实的加工偏差。与第一

节所述的单刀位偏差计算类似，首先对轴迹面沿

其 t向和 a向分别均匀离散，离散个数为 和 ，其

中第 i行第 j列对应的离散点为 ；然后通过

作垂直于设计曲面的法线，得到法线与刀具

曲面和设计曲面的交点，两交点之间的距离表示

对应的法向偏差 。 

2.2    偏差补偿模型

D
(
ti, a j
)

εi, j

D
(
ti, a j
)
εi, j ni, j ni, j

如图 3 所示，为减小 对应的法向偏差 ，

可以将 沿- 的方向作移动，其中 表示

设计曲面上指向外侧的单位法矢量。考虑到三点偏

置定位下，刀具与曲面的偏差值属于微小量，因此，

只需对刀具施以微小移动便可以补偿原始偏差。轴

迹面上一点的微小移动可用下式描述：

∆D
(
ti, a j
)
=
(
1−a j

) m1∑
l

Nl,3 (ti)∆D1, l +a j

m2∑
s

Ns,3 (ti)∆D2, s

（10）

∆D1, i ∆D2, i

D
(
ti, a j
)

∆D
(
ti, a j
) · ni, j

D
(
ti, a j
)

其中： 与 是控制点变化量，为未知量。

微小移动引起的偏差变化为 ，位

置更新后的 对应的几何偏差值为
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ei, j = εi, j−∆D
(
ti, a j
) · ni, j （11）

对轴迹面上的每一个采样点，均可构造形如式

（11）的方程，而最优的刀具路径应保证所有采样

点在位置更新后得到的偏差值平方和最小，所对应

的优化模型为

g =
n1∑
i=1

n2∑
j=1

e2
i, j （12）

n1 n2其中： 、 分别是刀轴面两个方向采用点的总个数。
 

轴迹面 D (t, a)

设计曲面
R (u, v)

刀轴调整方向
−εi, j ni, j

偏差
εi, j

Ct (t)

Cb (t)

an
2

aj+1

aj

ti

a2

a1

图 3  加工偏差的补偿示意图
  

2.3    SVD求解

针对式（12）所述模型，其极值条件对应的超

定线性方程组为

Ax = b （13）

3(m1+m2) A
b x

该方程组包含 个方程，式中： 是系

数矩阵， 是常值列向量， 是未知变量组成的向量。

式（13）的构造方法在其他文献中已有诸多讨论，

这里不再赘述。 (
AT A
)−1 (AT b

)
Ax b

式（13）的最小二乘解为 ，当前该

解被广泛视作最优解，但该解仅能从数学意义上表

征线性系统 对常数向量 的最佳逼近，并不能证

明其对应的精度提升效果最好。这里采用 SVD 对

矩阵 A进行分解，并据此得到不同的控制点调整量，

通过对比这些结果对应的加工误差，筛选出加工精

度最优的刀具路径。

n3×m3

A = UℶVT ℶ n3×m3

U V ℶ

AT A

为方便叙述，假定 A是 型矩阵，A的奇

异值分解结果为 ，其中 的维度是 ，

其主对角线上的非零元素代表奇异值，并由大到小

顺次排列。 和 分别是酉矩阵。 中奇异值对应

中特征值的平方根。在多数情况下，奇异值随

着所处维度的增加而快速衰减，因此可以用最大

U V

A A ≈ Un3×kℶk×kVT
k×m3

A

的 k个奇异值和其对应的 、 矩阵部分来近似矩

阵 ，即 。通过改变 k值，可以得

到矩阵 不同的近似矩阵，在此基础上，计算这些

矩阵最小二乘解得到的控制点偏移量并用于路径修

正，校验路径对应的加工偏差，进而确定其中的最

优解。 

3    仿真与分析

仿真测试软件为 Matlab 2020b，编程计算机的

基本配置为：CPU：i5-1240P，RAM：8 GB。测试

的非可展直纹面如图 4 所示。曲面来自于文献 [12]
中的 Surf.5 和 Surf.6，为避免歧义，本文将这两张

曲面记为曲面 A和曲面 B。曲面 A和曲面 B的上下

边界线均为 3 次贝塞尔曲线，表 1 列出了边界线的

控制点。因为所提方法的适用对象包括圆柱刀，为

更好展示所提方法的优越性，采用半径为 2 mm 的

圆柱刀加工测试曲面，并将加工结果与文献 [12] 的
结果对比。其中，加工精度的表达方式为曲面上所

有采样点加工偏差绝对值之和。曲面上采样点的分

布与文献 [12] 保持一致，即对曲面 u、v向分别均

匀采样，采样个数为。用于路径优化的初始刀位设

定为 50 个，轴迹面上下引导线控制点的个数设为

10。表 2 列出了优化所得路径和文献 [12] 中方法在

加工精度与生成路径所需时间的对比，可见所提方

法无论在精度，还是计算速度方面，都显著优于文献 [12]
所提的基于智能算法的路径优化方法。
 

曲面 A

曲面 B

图 4  测试曲面图
 

图 5 展示了采用不同 k值的 SVD 分解所对应路

径的加工精度，可见最优的加工精度不一定对应原

始矩阵 A的最小二乘解，而通过对比不同 k值下的
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路径精度，可以筛选得到加工精度提升效果最大的

最优路径。
 

表 1　测试曲面上下边界线的控制点

面形 下边界线 上边界线

曲面A

70, 2, −10 73.445, 13.857 3, 0

81.545, 6, −10 81.443, 4.621, 0

92.157, 0, −10 92.634, 2.779, 0

109.3, 4, −10 105.48, −9.257, 0

曲面B

79.125, 2, −10 73.445, 13.857, 0

84.898, 6, −10 81.443, 4.621, 0

90.204, 0, −10 92.634, 2.779, 0

98.775, 4, −10 105.48, −9.257, 0

 

表 2　所提方法与文献 [12] 方法的对比

方法 面形 精度 /mm 计算时间 /s

所提
曲面A 0.815 114.

曲面B 12.451 116

文献 [12]
曲面A 10.101 33998

曲面B 20.049 35413
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图 5  曲面 A和曲面 B的加工路径在不同 k值下的优化效果
 

α = 5 r0

同样以曲面 A和曲面 B为测试对象，当选用刀

具为锥形刀时，所提方法依旧有效。在此仿真中，

测试参数与圆柱刀的测试保持一致。选用刀具为锥

角 ，底圆半径 =1 mm 的锥形刀，图 6 展示了

使用三点偏置刀位产生的加工偏差分布，其累积偏

差值分别为 17.832 mm 和 30.015 mm；图 7 展示了

在此基础上优化得到最优刀具路径产生的加工偏差

分布，优化后的累积偏差为 9.651 mm 和 15.802 mm，

可见所提方法能够进一步提升非可展直纹面的加工

精度。

0

−0.05

−0.10

0

−0.1
−0.2
−0.3

偏
差

/m
m

偏
差

/m
m

累积偏差: 17.832 mm

曲面 A

参数
 v

参数 u

参数 u

0

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1.0

0.2
0.4

0.6
0.8

1.0

(a)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.0
0.8

0.6
0.4

0.2
0

参数
 v

曲面 B

(b)

累积偏差: 30.015 mm

图 6  初始刀位下曲面 A和曲面 B的偏差分布
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图 7  最优路径下曲面 A和曲面 B的偏差分布
  

4    结语

（1）提出了锥形刀两点偏置定位的解析模型，

通过二分法滑移寻优，得到了锥刀三点偏置刀位。
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所提方法计算效率高，结果准确，生成的三点偏置

刀位有助于后续的路径优化。

（2）建立了基于偏差补偿思想的刀轴面优化

模型，使用 SVD 筛选得到了加工偏差最小的刀具

路径。在不同测试曲面上与基于智能算法的路径优

化方法对比结果表明，所提方法的加工精度提升

为 38% 和 92%，并且所需计算时间也大幅减少。
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