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摘　要：随着工业机器人在各行各业的广泛使用，单个机器人已不能满足大规模工件的搬运、复杂焊接

和孔轴组装等要求。在双机器人的研究中，最重要的问题就是如何保证双机器人间的运动满

足时间和空间约束，也就是双机器人的多重运动协调。文章用两台机械臂协同搬运和协同写

字的实例分别分析了紧约束和松约束下的协同运动，对其运动学协调关系进行分析，通过工件

或主体运动轨迹研究机器人约束关系，构建两双机协同体系；在 Matlab中进行稳定性验证，

并对所提出的理论进行可靠性验证。
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Abstract：With the widespread use of industrial robots in all walks of life, a single robot can no longer meet the
requirements  of  large-scale  workpiece  handling,  complex  welding,  and  hole  shaft  assembly.  In  the
research of dual robots, the most important problem is how to ensure that the motion between the two
robots meets the time and space constraints, that is, the coordination of multiple movements of the two
robots. In this paper, the cooperative motion under tight and loose constraints is analyzed by using the
examples  of  cooperative  handling  and  collaborative  writing  of  two  robotic  arms,  and  the  kinematic
coordination  relationship  is  analyzed,  and  the  robot  constraint  relationship  is  studied  through  the
workpiece  or  main  body  motion  trajectory  to  construct  a  two-machine  collaborative  system.  Stability
verification is carried out in Matlab, and the proposed theory is verified for reliability.
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在工业自动化程度不断提高的今天，在复杂的

生产环境下，单机器人难以满足现实的需求，如大

型搬运、孔轴部件的装配、复杂表面的焊接等。与

单机器人相比，双机器人不仅要考虑工作空间和外

部约束，还要考虑二者的运动协调关系，它们在进

行配合作业时就建立了约束关系。

Saridis G N[1] 提出了面向复杂环境的高层决策

模式，这种模式以智能与精度为核心，将系统划分

为 3 个层次，最低控制是低智能、高精度的，最高

控制是高智能、低精度的。Kasagami F 等 [2] 提出了

双机协同焊接的控制方法，两个机器人分别夹持工

件和进行焊接，对夹持工件的机器人示教，焊接机

器人根据运动学约束自动寻找并跟踪焊接位置。该

方法避免了多次示教引起误差，缩短了准备时间。

李洋等[3] 构建了基于 RRT 的双机协作平台，并对

其进行了轨迹规划。王雷[4] 通过集中控制系统，使
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两台机器人在时间和空间上保持一致，并提出了两

种解决方案：点对点规划和路径规划。孟石等[5] 在

Ke-Scope 平台上，对两个机器人的叠加和耦合运动

模式进行了分析，并对两个机器人的协同工作进行

了程序设计和仿真。

本文以 JLRB8-600 型机器人为研究对象，以协

调搬运和协调写字为例，分别研究紧约束和松约束

运动，分析其运动学关系及空间约束关系，使用

Matlab 进行实验验证。 

1    机器人运动学建模

欧德吉 JLRB8-600 型六自由度串联机器人具有

结构精巧、占地少以及重量轻的特点，其主要技术

指标为：臂展长不大于 1 000 mm，臂重 42 kg，最

大荷重 8 kg，重复定位精度 0.05 mm。机器人及其

运动范围如图 1 所示。
  

（a）JLRB8-600 型机器人

593 643

320

218

296 112
322

102

18

312

251

214, 57
162264

92

388

796

321 90°

90° 1
3
5
°

22
°

801

32
25

（b）机器人运动范围

图 1  机器人及其运动范围
 

θi di

ai−1 αi−1

机器人的运动学模型需满足有完备性、参数极

少化和连续性的条件[6]。所以，D-H 参数法被用于

运动学模型的建立，只需要 （关节转角）、

（连杆偏移）、 （连杆长度）、 （连杆扭转）

4 个运动参量就能描述机械臂关节，其 D-H 参数表

见表 1。

 

表 1　D-H 参数表

关节 θi di ai−1 αi−1

1 (−170°,170°) 387 0 0

2 (−95°,135°) 0 25 −90°

3 (−195°,70°) 0 321 0

4 (−180°,180°) 293 32 −90°

5 (−105°,105°) 0 0 90°

6 (−360°,360°) 112 0 −90°
  

2    双机器人紧约束下的协调运动轨迹规划

i i1

{Ri} i {Ei} i

{Ti} i {C}
Ri

Ei
T

Ei

Ti
T

Ti

C T

两个机械臂末端执行器在工作过程中位姿保持

不变的情况称为紧约束。两个开链机器人通过紧约

束形成了一个闭环运动链[7]。由底座、关节、末端、

末端执行器和工件组成。在紧约束中，两个机器人

不同坐标系之间的关系如图 2 所示，对机器人进行

编号 ，定义世界坐标系为主机器人 的基坐标系，

为机器人 的基坐标系， 为机器人 的末端坐

标系， 为机器人 的工具坐标系， 为工件的质

心坐标系， 为末端坐标系到基坐标系的变换矩

阵， 为末端坐标系到工具坐标系的变换矩阵，

为工具坐标系到工件质心坐标系的变换矩阵。
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图 2  紧约束中各坐标系之间的关系
 

联合搬运的紧约束运动形成了闭环运动链：
R1 TC =

R1

E1
T · E1

T1
T · T1

C T = R1

R2
T · R2

E2
T · E2

T2
T · T2

C T （1）

分别右乘对应矩阵得到：
R1

E1
T = R1

C T · (T1

C T)−1 · (E1

T1
T)−1 （2）

i1

E1

T1
T T1

C T

i1
R1

C T

机器人 的基坐标系到末端坐标系的变换矩阵

可由等号右边求得，逆运动学分析可获得各关节的

角位移。已知 和 ，通过示教得出工件在机器

人 基坐标下的运动轨迹为 。

E1

E2
T

因为紧约束下机器人末端的位姿是不变的，已

知 ，所以：
E1

E2
T = E1

T1
T · T1

C T ·CT2
T · T2

E2
T （3）
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式（3）中都是常数矩阵，结合式（1）有：
R1

E1
T · E1

E2
T = R1

R2
T · R2

E2
T （4）

左乘对应矩阵得：
R2

E2
T = (R1

R2
T)−1 · R1

E1
T · E1

E2
T （5）

R1

R2
T R1

E1
T E1

E2
T

R2

E2
T

i2

通过标定获得两机器人的基坐标系之间变换矩

阵 ；由式（2）得 ；当任务确定时， 的值

也是确定的；这样就可求出 ，由逆运动学得到

机器人 的角位移，驱动机器人运动。

i1 i2
Ri

Ei
T

R2

E2
T R1

E1
T

i1 i2

机器人 与 的 是随时间变化的函数矩阵，

式（5）中 可根据 解得，这样就可以实现机器人

与 在时间上的同步。紧约束运动学原理如图 3 所示。
 
 

双机器人运动任务规划

主机器人末端运动规划

主机器人各个关节角位移

主机器人随时间的运动

从机器人末端运动规划

主机器人运动约束关系 从机器人运动约束关系

从机器人各个关节角位移

从机器人随时间的运动

双机器人紧约束任务实施

图 3  紧约束运动学原理
  

3    双机器人松约束下的协调运动轨迹规划

i1

{R} = {R1} {U}
i2

Ti

U T

松约束运动中机器人末端的相对位姿因任务的

不同而发生变化[8]。设世界坐标系与机器人 基坐

标系重合，即 ， 代表工件坐标系，将其

定义在被 末端执行器夹持固定的工件上， 是工

具坐标系到工件坐标系的变换矩阵。松约束中各坐

标系关系如图 4 所示。

双机器人松约束运动中，仍有一条闭环运动链，

这条运动链从世界坐标系，即主机器人的基本坐标

系出发，再将两个机器人的身体分割成两个部分，

最后汇合在一起，形成一个闭环[9]。因此，可以推

导出主从机之间的关系：
R
UT =R1

U T =R1

E1
T ·E1

T1
T ·T1

U T （6）

R
UT =R1

U T =R1

R2
T ·R2

E2
T ·E2

T2
T ·T2

U T （7）

式（6）和式（7）是从基础坐标到工具坐标的

主、从机器人的运动链，可以得到以下关系：
R1

E1
T =R1

U T · (T1

U T)−1 · (E1

T1
T)−1 （8）

R2

E2
T = (R1

R2
T)−1 ·R1

U T · (T2

U T)−1 · (E2

T2
T)−1 （9）

R1

U T R1

U T
R1

E1
T R2

E2
T

通过分析可以看出，式（8）和式（9）中右边

除了 之外均为常数， 是时变函数矩阵，所以

和 也是时变函数矩阵。然后根据逆运动学原理，

求出各个关节的角位移，实现了主从机械臂的动作。
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图 4  松约束中各坐标系之间的关系
  

4    仿真实验分析
 

4.1    紧约束下的Matlab双机器人轨迹验证

Cx ×Cy×Cz

{C} Z

i1 X X Y

假定工件 C 的尺寸为 （单位为 mm），

质心与工件坐标系 原点重合，位于中心位置，

轴沿机器人 基坐标系 轴方向， 轴竖直向上，

轴由右手法则确定，如图 5 所示。
  

Y

移动方向

Z

夹持方向

X

Cy

Cz

Cx

图 5  工件尺寸和质心坐标系位置
 

C A B L i1

i2 x

C

图 6 显示了在两个机械手的紧约束中不同部分

的坐标系信息。将任务目标设置为：机器人在两边

搬运工件 ，定义起点 ，终点 ，总长 ， 在左、

在右，二者沿世界坐标系轴 相对立，搬运过程

中，二者相对速度为零。得到工件 与世界坐标系

的变换矩阵为

R1

C T1 =


Ax +∆lx

Rot(z,0) ·Rot(x,180◦) ·Rot(y,90◦) Ay+∆ly

Az+∆lz
0 0 0 1


（10）
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i1 i2在紧约束下，机器人 与 夹持工具相对于机

器人末端的变换矩阵为

E1

T1
T =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 f1

0 0 0 1

 E2
T2

T =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 f4
0 0 0 1

 （11）
i1 i2在搬运过程中，工件相对机器人 与 工具坐

标系变换矩阵为

T1

C T =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 f2

0 0 0 1

 T2

C T =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 f3

0 0 0 1

（12）
设置从机器人基坐标系相对于世界坐标系的位置为

R1
R2

T =


f

Rot(z,180◦) ·Rot(x,0) ·Rot(y,0) 0
0

0 0 0 1

 （13）

i1根据式（2）可以得出 末端相对于基坐标系的

变换矩阵：

R1

E1
T = R1

C T · (T1

C T)−1 · (E1

T1
T)−1 =


0 0 1 Ax +∆lx + f1− f2

0 −1 0 Ay+∆ly

1 0 0 Az+∆lz
0 0 0 1


（14）

由于两机器人末端的位姿不发生变化，由式（3）得：

E1

E2
T = E1

T1
T · T1

C T ·CT2
T · T2

E2
T =


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 f1+ f2+ f3+ f4

0 0 0 1


（15）

i2根据（5）可得机器人 末端到基坐标系的变换

矩阵：
R2

E2
T = (R1

R2
T)−1 · R1

E1
T · E1

E2
T =

0 0 1 f −Ax −∆lx −2 f1− f3− f4

0 −1 0 −Ay−∆ly

1 0 0 Az+∆lz

0 0 0 1

 （16）

i1 i2由式（14）和式（16），可得机器人 与 末端

相对基坐标系的变换矩阵，再通过逆运动学求出各

关节的角位移，从而实现机械臂的动作。

A = [400,250,200] B = [400,−250,200]

100 mm×100 mm×200 mm

f2 = f3 = 100 mm

i1 i2 f1 =

f4 = 50 mm f = 1 000 mm

在 Matlab 的基础上，将上述双机器人协调搬运

参数设定为： 、 ，

工件 C轮廓尺寸 ，工件质

心与末端坐标系原点保持水平，有 ，

起点为 A，终点为 B， 与 的工具有效长度为

，设置 。上面的数值被替换

到式（14）～式（16）中仿真。

Matlab 因其良好的运算性能而被广泛应用 [10]。

利用 Matlab 中的 Robotic Toolbox 对两个机器人在

动画层面上的动作进行了模拟和分析。该工具箱是

澳洲学者 Peter Corke 发明的，用来研究和模拟关节

型和移动型的机器人，里面包含了一些关于机器人

的基础算法的函数，有一些比较成熟的代码，可以

很直观地显示出编写的程序。

图 7 所示为用 Matlab 软件实现的两台机械臂协

同操作的模拟原理图。
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图 7  双机器人紧约束运动仿真
 

红线表示工件 C 的轨迹，基座在世界坐标系沿

轴线 X相对放置，由此可以看出，两台机器人的末

端 X方向是相同的，轴线 Y与轴线 Z方向相反。

图 8 所示为主机器人的轨迹，此时动作已经结

束，末端执行器的轨迹为直线，运动过程中末端位
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图 6  紧约束下各坐标系相对位置
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500 mm姿不发生变化，移动距离为 。图 9 所示为主

机器人各关节的角位移。
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图 8  末端运动轨迹
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图 9  主机器人各关节角位移变化
 

i2 [1000,0,0]

500 mm

i2 i2

对于机器人 ，基坐标原点位于 ，X轴

与世界坐标系 X轴方向相反，运动轨迹总长 ，

的末端轨迹如图 10 所示， 的各关节的角位移如

图 11 所示。

仿真结果与预定参数一致，各关节运动相对平

缓，无明显拐点，机器人的动作平稳顺畅，验证了

该方法的正确性和有效性。 

4.2    松约束下的Matlab双机器人轨迹验证

i1

i2

{U} i2

{ T 2}

在协同写字过程中，使机器人 夹持书写板，

机器人 夹持书写笔；写字板变速移动，写字笔书

写“123”字体，并随着写字板移动，如图 12 所示；

定义工件坐标系 的原点在写字板中心， 工具坐

标系 原点在写字笔的顶端，图 13 和图 14 分别

i1 i2为各坐标系相对位置关系，仍按图 6 设置 与 的

基坐标系。
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图 10  末端运动轨迹
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图 11  从机器人各关节角位移变化
 

 
 

c

c
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b
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bx
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图 12  书写内容
 

i1的末端、工具和工件坐标系如图 13 所示。

i2的末端、工具和工件坐标系如图 14 所示。

i1

[Ax,Ay,Az] [Bx,By,Bz]

设 基坐标系与世界坐标系重合，在主基坐标

系中，起点为 A ，终点为 B ，总
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l1 i1 i2长 。 的运动路径确定后，即可推导出 的运动路

径及相关参数。
 
 

Y

Z

X

{E1} {T1} {U}

Y

Z

X

Y

Z

X

f1 f2

图 13  主机器人末端、工具及工件坐标系之间的关系
 
 

Y

Z

X
Y

Z

X

{U}
{T2} {E2}

Y

Z

X

f3

图 14  从机器人末端、工具及工件坐标系之间的关系
 

d

l2

写字的过程中，规定从左到右，从上到下，一

笔写完一个字，写完后抬笔移到下一个位置。每个

字的起始位置为左上角，写字笔的理想路径如

图 15 所示。设抬笔高度为 ，计算得写字总长度

为

l2 = a+4d+11b+
√

a2+ c2+

√
a2+ (c−b)2 （17）

 
 

图 15  写字笔写字顺序
 

i1 i2

i1

以式（8）和式（9）为基础，得到 与 末端

相对基坐标的关系等式。从图 4 中可以看出，在松

约束下中， 工具坐标系、基坐标系分别与工件坐

标系之间的变换矩阵：

T1

U T =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 f2
0 0 0 1

 （18）

R1

U T =


Ax +∆ax

Rot(z,0) ·Rot(x,180◦) ·Rot(y,90◦) Ay+∆ay

Az+∆az

0 0 0 1


（19）

∆ai(i = x,y,z)是写字板移动过程中与写字笔所需

的距离，该数值有正负之分。

i1末端与工具坐标系的关系矩阵：

E1

T1
T =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 f1
0 0 0 1

 （20）

i1

由式（8）、式（18）、式（19）和式（20）
可得 末端相对基坐标系的变换矩阵，逆运动学求

出各关节角位移，使机器人到达相应位置：

R1

E1
T =R1

U T ·(T1

U T)−1 ·(E1

T1
T)−1 =


0 0 1 Ax +∆ax − f1− f2

0 −1 0 Ay+∆ay

1 0 0 Az+∆az

0 0 0 1


（21）

i2末端与写字笔工具坐标系之间的关系：

E2

T2
T =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 f3

0 0 0 1

 （22）

写字笔工具坐标系与写字板工件坐标系的关系为

T2

U T =


pi = pi−1+∆lxi

Rot(z,0) ·Rot(x,180◦) ·Rot(y,0) qi = qi−1+∆lyi

wi = wi−1+∆lzi
0 0 0 1


（23）

∆l [pi,qi,wi]

i = 2,3,4, · · · , i ⩾ 18 i = 1

[p1,q1,w1] =
[
−a

2
,c,0
]

i2

为写字笔在轴上的移动距离， 是工

件坐标系相对工具坐标在某一时刻的位置，与书写

内容和顺序有关。由图 15 可以看出，完成这一任

务共需 18 笔，而“3”中只有 1 次重复。因此可以

得出笔的书写过程是由 18 个点来控制的结论，

也就是说 ， 时是起始位置，

是 工具坐标系中书写开始点。

i1 i2假设世界坐标系与 基坐标系重合，那么 与

世界坐标系的关系就可以确定：

R1
R2

T =


f

Rot(z,180◦) ·Rot(x,0) ·Rot(y,0) 0
0

0 0 0 1

 （24）

i2

据式（8）、式（19）、式（22）、式（23）、

式（24）， 末端相对基坐标系的变换矩阵为
R2
E2

T = (R1

R2
T)−1 ·R1

U T · (T2

U T)−1 · (E2

T2
T)−1 =

0 0 1 f −Ax −∆ax − f3−wi

0 −1 0 qi−Ay−∆ay

1 0 0 Az+∆az− pi

0 0 0 1

 （25）

R1

U T T2

U T i2

[∆ax,∆ay,∆az] [∆lxi,∆lyi,∆lzi]

i2

式中，仅 与 是变量，其数值会对 末端的位

姿产生影响，而 与 会决定

它们的数值，二者分别是相对于世界坐标系和 工

具坐标系中各方向的变量，即在一定的时间内两绝
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i2

对值相等。由式（21）和式（25）可得两机器人末

端位姿，再通过机器人逆运动学求解得到 在书写

各点时关节的角位移，驱动机器人运动。

假设各参数为
f1 = 40 mm
f2 = 60 mm
f3 = 142 mm
f = 1000 mm
A = [500,500,600]
B = [500,−500,600]
l1 = 1000 mm
a = 100 mm
b = 50 mm
c = 80 mm
d = 20 mm

在 Matlab Robotic Toolbox 中建立机器人模型进

行仿真，结果如图 16 所示。
 
 

主机器人
从机器人

图 16  松约束运动仿真结果
 

i1

i2

[1 000,0,0]

图 16 所示为两个机器人的初始位置， 在左侧，

基坐标系与世界坐标系一致， 在右侧，基坐标系在

世界坐标系中 。写字板的轨迹如图 17 所示。
 
 

主机器人
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图 17  主机器人的运动轨迹
 

[500,500,600] [500,

−500,600] i1

写 字 板 作 直 线 运 动 ， 从 到

，运动过程中， 各关节的角位移变化如

图 18 所示。
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图 18  主机器人各关节角位移变化
 

i2

i1

y

y

i2

从图中可以看到，主机器人写字板是直线运动，

各关节角的变化较小。 工具坐标系原点在笔尖，

仿真结果如图 19 所示。当 运动时，写字笔会写下

任务要求的文字，运动轨迹如图 20 所示。粗线是

书写轨迹，细线是起笔、落笔、移动的轨迹，写字

笔沿着世界坐标系 轴正向移动。“2”和“3”中

缺少的“—”，可由写字板沿着 轴正方向移动写

出对。写出的标准字迹如图 21 所示，能够看到，

书写过程非常顺畅，每一次抬笔落笔都能精确地移

动到相应位置， 的各个关节的角位移如图 22 所示。
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图 19  从机器人的运动轨迹
 

i1

i1 y

i2

由图 18 可知， 各关节角位移光滑平坦，这是

由于 的运动只有 轴上的平移，不需要关节角发生

快速改变。由图 22 可知， 各关节角的变化比较复
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杂，这是因为为了书写所需的笔迹，机器人需要在

空间中频繁移动，但曲线上整体没有突出拐点，关

节的变化相对平稳。两机器人的运动都是可以实现

的，在运动过程中每个关节的变形都是平缓的。通

过以上实验，证明了该方法的正确性及有效性。 

5    结语

双机器人之间的协同运动，最重要的就是它们

的轨迹是否符合任务要求。本文的研究内容分为紧

约束搬运任务和松约束书写任务，对运动轨迹规划

的理论方法进行了分析设计，用 Matlab 测试了两

种方法的正确性及稳定性。实验证明，两台机械臂

均能很好地完成提前设定的任务，并且各关节角位

移变化平缓、没有突兀的拐点，这对于研究两台机

械臂的协同控制有一定的理论价值。
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图 20  世界坐标系下笔的轨迹
 

图 21  写字板上的笔记
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