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摘　要：在考虑粗大误差和随机误差情况下，为了提高机械臂系统动力学参数辨识的精确性和鲁棒性，

文章提出了基于鲁棒粒子群算法的参数辨识方法，建立了机械臂动力学模型；筛选出了动力

学最小参数集，用于消除动力学参数间的冗余性。为了实现参数充分激励，基于有穷傅里叶级

数构造了激励轨迹，并以最小化矩阵条件数为目标实现了轨迹优化。为了提高参数辨识性能，

在粒子群算法中引入了“向其他个体学习”的新型学习方式；在适应度函数设计中加入了粗

大误差剔除功能，有效提高了算法的抗干扰能力。经机械臂系统加噪实验验证，鲁棒粒子群算

法优化的驱动力矩残差均值为 1.197 5 N·m，比量子粒子群算法减少了 75.29%；力矩实际值与

计算值相关度为 0.959 3，比量子粒子群算法提高了 11.73%。实验结果表明，鲁棒粒子群算法

在机械臂动力学参数辨识中具有更高的精度和更强的鲁棒性。
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Identification of the dynamics minimum parameter set for manipulator considering
excitation sufficiency
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Abstract：In order to improve the accuracy and robustness of dynamic parameters identification for manipulator, a
parameter-identification method based on robust particle swarm optimization algorithm was proposed,
taking into account both gross and random errors. A dynamic model of the manipulator was established,
and the minimum dynamic parameter set  was selected to eliminate parameter redundancy. In order to
achieve  sufficient  parameter  excitation,  a  finite  Fourier  series  was  used  to  construct  the  excitation
trajectory, and the trajectory was optimized with the goal of minimizing the matrix condition-number.
To  improve  property  of  parameter-identification,  a  new  way  of  learning  from  other  individuals  was
introduced into particle swarm algorithm; The addition of gross error detection function in the design of
fitness  function effectively  improves  the  algorithm’s  anti-interference ability.  Through verification by
manipulator system noising-experiment, the root mean square of the driving torque residual optimized
by  robust  particle  swarm  optimization  algorithm  is  1.1975  N·m,  which  is  75.29%  less  than  that  of
quantum particle  swarm optimization  algorithm;  The  correlation  between  the  actual  torque  value  and
the calculated value is 0.959 3, which is 11.73% higher than the quantum particle swarm algorithm. The
experiment results show that the robust particle swarm optimization algorithm has higher accuracy and
stronger robustness in the identification of manipulator dynamic parameters.

Keywords：manipulator  dynamics; minimum  parameter  set; robust  particle  swarm  optimization  algorithm; new
learning methods; matrix condition-number
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机械臂在装配、喷涂、焊接等领域的应用有效

提高了生产质量和生产效率。机械臂动力学参数辨

识是实现其路径规划、高精度控制的基础[1]，机械

臂的动力学建模过程忽略了未知扰动且存在近似过

程，这意味着动力学模型中存在一定的不确定性[2]。

但是，一些控制算法对参数不确定性较为敏感，尤

其是在高速运动情况下[3]。因此，动力学参数辨识

在控制算法设计中极为重要。

动力学参数辨识可以分为在线辨识和离线辨识

两类，其中在线辨识法要求参数实时更新，适用于

参数时变的系统[4]；离线辨识法在数据处理之前完

成所有数据采集，对数据处理时间要求不高，适用

于参数时不变系统[5]。本文研究的机械臂系统动力

学参数为时不变的，因此采用离线辨识方法。

参数离线辨识方法可以分为物理实验法、计算

机辅助设计（computer aided design，CAD）法、激

励辨识法。物理实验法是将机械臂系统的连杆拆卸

后，通过实验和测量的方法得到动力学参数，该方

法操作起来较为繁琐和复杂，且对测量装置的精度

要求较高，因此使用较少；CAD 法是将机械臂系

统的材料参数、尺寸参数、三维模型等输入到软件

中，计算得到其动力学参数[6]。由于机械臂在生产、

装配工程中必然存在误差，使得 CAD 计算的动力

学参数与真实参数存在不同；激励辨识法通过最小

化实际输出与辨识系统输出的差值，得到系统参数

的辨识结果[7]。文献 [8] 提出非线性权重粒子群算

法对激励轨迹进行优化，并采用最小二乘法进行参

数辨识，以仿真的方式验证了该方法的辨识精度。

文献 [9] 融合 Newton-Euler 方程和 Morison 方程建立

了水下机械臂的动力学模型，并通过最小二乘法进

行了机械臂参数辨识，通过控制精度验证了参数辨

识方法的有效性。文献 [10] 对水下仿生机器人RobDact
进行了流体动力学建模，并基于计算流体力学模型

进行了参数识别，并确定了流体动力学模型参数。

与物理实验法和 CAD 法相比，激励辨识法因精度

高、操作简单而得到了广泛应用。因此，本文基于

激励辨识法开展机械臂系统动力学参数辨识问题。

机械臂系统的激励辨识法存在两个问题需要解

决：一是不同轨迹对机械臂参数的激励充分度是不

同的，当轨迹的激励程度不够充分时，会导致部分

参数不可观测且不可辨识，如何设计能够充分激励

参数的轨迹是需要解决的一个难题；二是受环境扰

动影响，机械臂系统输出中必然存在误差，如何减

小甚至消除测量误差对辨识精度的影响，是需要解

决的另一难题。

针对上述问题，本文首先建立了机械臂系统的

动力学模型，明确了针对动力学最小参数集进行辨

识；以参数激发充分性为目标，开展了激励轨迹的

优化方法研究；并针对粗大误差和扰动存在的情况，

设计了量子粒子群算法的求解方法。最后，通过实

验验证本文方法的有效性。 

1    机械臂动力学建模与最小参数集
 

1.1    机械臂动力学建模

对于由 N个连杆串联而成的机械臂（即 N自由度

机械臂），采用拉格朗日法建立其动力学模型[11−12]：

τ = M(q)q̈+C(q, q̇)+G(q) （1）

τ M(q)

C(q, q̇)

G(q) q q̇ q̈

式中： 为 N×1 维的关节力矩矩阵； 为 N×N维

的质量矩阵； 为 N×1 维的离心力和柯氏力矩

阵； 为 N×1 维的重力矩阵； 、 、 分别为

N×1 维的关节角度、角速度和角加速度。

机械臂关节由电机进行驱动，机械臂在工作过

程中，摩擦阻力必然消耗一定的电磁转矩。目前摩

擦力矩没有精确的数学模型，一般采用库伦摩擦和

黏滞摩擦进行等效：

τ f i = fci · sign(q̇i)+ fvi · q̇i （2）

τ f i fci

fvi

式中： 为关节 i的摩擦力矩； 为关节 i的库伦

摩擦系数； 为关节 i的黏滞摩擦系数；sign() 为符

号函数。

将摩擦力矩考虑在动力学方程中，进一步得到

N自由度机械臂动力学模型为

τ = M(q)q̈+C(q, q̇)+G(q)+ τ f （3）

τ f式中： 为 N×1 维的摩擦力矩矩阵。

为了便于计算和分析，将动力学模型线性化重

组为观测矩阵与惯性参数矩阵的乘积形式：

τ = J(q, q̇, q̈) ·Eall （4）

J(q, q̇, q̈)

Eall

Eall

式中： 为由输出数据构造的 N×12N维观测

矩阵； 为惯性参数矩阵，在考虑摩擦情况下，

惯性参数矩阵 包含有 12N×1 个元素。对于关节 i，
其惯性参数向量可表示为

Ei
all =
[
Ixxi, Ixyi, Ixzi, Iyyi, Iyzi, Izzi,mirxi,miryi,mirzi,mi, fci, fvi

]T
（5）

Ixxi、Ixyi、Ixzi、Iyyi、Iyzi、Izzi

mirxi、miryi、mirzi

式中： 为连杆 i的各惯性

张量；mi 为连杆 i的质量； 为连杆

i相对于 X、Y、Z轴的一阶惯性矩。 
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1.2    动力学最小参数集

J(q, q̇, q̈)

机械臂的动力学参数是冗余的，这意味着并非

所有的动力学参数都能在模型中发挥作用，也意味

着无法从输入/输出关系中辨识出全部的动力学参

数。具体来说，式（4）中的观测矩阵 是列

不满秩的。

在机械臂动力学模型研究中，将非冗余且可辨

识的动力学参数称为最小参数矩阵。本文基于文

献 [13] 改进的 D-H 参数法筛选最小参数矩阵为

τ = Jleast(q, q̇, q̈)Eleast （6）

Eleast

Jleast(q, q̇, q̈)

式中： 为 48×1 维的最小参数矩阵，48 个参数

在实验部分以表格形式给出； 为列满秩

的观测矩阵。 

2    考虑参数激发充分性的轨迹优化
 

2.1    激励轨迹设计

根据 1.2 节的描述和定义，动力学最小参数矩

阵是可辨识的。但是能否辨识出全部的最小参数矩

阵，依赖于激励轨迹能够充分激发出每个参数。另

外，动力学模型的未建模误差和环境噪声也会影响

动力学参数的辨识精度。因此，在激励轨迹设计时

需考虑以下因素：一是激励轨迹需要充分激发出每

个动力学参数，使最小参数矩阵中的每个参数都能

够辨识出来；二是在环境干扰作用下依然具有较高

的辨识精度，使参数辨识具有一定的鲁棒性。

qi(t) q̇i(t)

q̈i(t)

基于有穷傅里叶级数的激励轨迹能够充分激发

模型中的参数，保证每个参数的可辨识性[14−15]。基

于上述考虑，本文采用有穷傅里叶级数设计激励轨

迹，则关节 i的激励轨迹角位置 、角速度 和

角加速度 分别为

qi(t) =
L∑

l=1

[
ai

l

lω f
sin(lω f t)−

bi
l

lω f
cos(lω f t)

]
+qi0

q̇i(t) =
L∑

l=1

[
ai

l cos(lω f t)+bi
l sin(lω f t)

]
q̈i(t) =

L∑
l=1

[
−ai

llω f sin(lω f t)+bi
llω f cos(lω f t)

]
（7）

L l

ω f ai
l bi

l

qi0

式中： 为傅里叶级数的最高阶数； 为傅里叶级数

的阶数； 为信号基频； 为正弦函数的幅值；

为余弦函数的幅值； 为激励轨迹的偏移量。 

2.2    激励轨迹优化

δτ

在动力学参数识别过程中，应减小环境扰动对

参数辨识精度的影响。将环境扰动带来的力矩测量

误差记为 ，根据矩阵条件数的定义可知，力矩测

δτ δEleast量误差 引起的参数估计误差 存在以下关系：
∥δEleast∥
∥Eleast∥

⩽ κ(Jleast)
∥δτ∥
∥τ∥ （8）

κ(Jleast) Jleast ∥∥式中： 为矩阵 的条件数； 表示矩阵的 2-
范数。

κ(Jleast)

κ(Jleast)

分析式（8）可知，由力矩测量误差导致的参

数估计误差有上限，且条件数 越小则此误差

上限越小，条件数 越大则此误差上限越大。

Jleast(q, q̇, q̈)

κ(Jleast)

κ(Jleast)

2L+1
{
ai

l,b
i
l,qi0

}
, l = 1,2, · · · ,L

由以上分析可知，通过最小化矩阵

的条件数 ，可以使得环境扰动对参数估计误

差最小。因此，以最小化条件数 为目标，以

个参数 为优化对象，得到

目标函数为

obj. minκ(Jleast)
{
ai

l,b
i
l,qi0

}
, l = 1,2, · · · ,L （9）

轨迹优化的约束条件包括关节角位置约束、关

节角速度约束、关节角加速度约束、末端执行器线

速度约束、末端执行器角速度约束，公式描述为

s.t.


qi(t) ∈ [qi,min,qi,max]

q̇i(t) ∈ [q̇i,min, q̇i,max]

q̈i(t) ∈ [q̈i,min, q̈i,max]

v ⩽ vmax,ω ⩽ ωmax

（10）

qi,min qi,max

q̇i,min q̇i,max

q̈i,min q̈i,max

v vmax

ω ωmax

式中： 、 分别为关节 i的角位置最小值和

最大值； 、 分别为关节 i的最小和最大角

速度； 、 分别为关节 i的最小和最大角加

速度； 为末端执行器线速度； 为线速度最值；

为末端执行器角速度； 为角速度最值。

针对式（9）和式（10）建立的优化模型，采

用人工蜂群算法[16] 进行激励轨迹优化，可以得到具

有充分激发能力和抗干扰能力的激励轨迹。 

3    考虑鲁棒性的参数辨识算法
 

3.1    参数辨识问题描述与建模

τr
j， j = 1,2, · · · , J

j

τr
j

Eleast

τr
j τp

j

将 2.2 节优化轨迹输入到机械臂系统中，采集

各关节在不同时刻的输出力矩 ，其

中 表示不同时刻。机械臂系统的动力学参数辨识

问题描述为：通过关节输出力矩 对动力学最小参

数矩阵 进行辨识，辨识的目标是关节实际输出

力矩 与模型预测力矩 误差最小。

根据辨识目标，得到参数辨识的目标函数为

F1 =
1
J

J∑
j=1

N∑
i=1

[
τr

i ( j)− τp
i ( j)
]2 （11）

τr
i ( j) τp

i ( j)式中： 为关节 i在时刻 j的真实力矩； 为关

节 i在时刻 j的预测力矩。 
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3.2    基于粒子群的参数辨识算法

本文采用粒子群算法对动力学参数进行辨识，

主要包括 3 个核心问题，一是粒子如何编码，二是

粒子适应度如何计算，三是粒子位置如何更新。

（1）粒子编码方法

x = Eleast x

根据参数辨识问题的描述，将粒子位置编码为动

力学最小参数矩阵，即 ，其中 为粒子位置。这

样就将参数辨识问题转化为了粒子位置最优化问题。

（2）粒子适应度计算

F1

粒子适应度是对粒子优劣进行评价的标准，式

（11）是最小优化函数，粒子适应度是越大越好，

因此取目标函数 的倒数作为适应度函数，即：

f1 =
1
F1

（12）

f1式中： 为粒子适应度函数。

（3）粒子位置更新

N K k假设 维空间有 个粒子，则粒子 的速度和位

置是在向自身经验、种群经验、自身惯性的学习下

实现的[17]，即：

vt+1
k = wvt

k + c1r1
(
pt

k − xt
k

)
+ c2r2

(
pt

g− xt
k

)
xt+1

k = xt
k + vt+1

k

（13）

xt+1
k vt+1

k

w r1 r2

c1 c2 pt
k

pt
g

式中： 为粒子 k在 t+1 时刻的位置； 为粒子

k在 t+1 时刻的速度； 为粒子惯性系数； 、 为

随机数； 、 为学习因子； 为粒子 k迭代 t次时

最优位置； 为粒子群迭代 t次时最优位置。 

3.3    鲁棒粒子群算法

本节提出鲁棒粒子群算法，旨在消除异常点对

参数辨识的影响。

（1）提高鲁棒性的改进方法

依据 j时刻关节控制力残差对异常点进行判断，

j时刻关节控制力残差计算方法为

R( j) =
N∑

i=1

∣∣∣τr
i ( j)− τp

i ( j)
∣∣∣ （14）

R( j)式中： 为 j时刻关节控制力残差。

δR |R( j)| ⩽ δR

u j = 1 |R( j)| > δR

u j = 0

u =
{
u j
}

F1

设定一个阈值 ，当 时将 j时刻测量

值视为正常值，并设置权重 ；当 时将

j时刻测量值视为异常值，并设置权重 。基于

权重值矩阵 和目标函数 ，将参数辨识的目

标函数改进为

ϕ =

 N∑
i=1

[
τr

i (1)− τp
i (1)
]2
, · · · ,

N∑
i=1

[
τr

i (J)− τp
i (J)
]2T

F2 =
u ·ϕ

J−Num(u)

（15）

ϕ Num(u)

F2 F2

F1

式中： 为控制力残差矩阵； 为矩阵中 0 元

素的个数； 为改进的目标函数。将 替换式（12）
中的 ，得到改进的适应度函数。

（2）提高优化能力的改进方法

为了提高粒子群算法的优化能力，参考人类社

会的知识来源，在粒子速度更新公式中加入向其他

个体学习方式，即：

vt+1
k = wvt

k + c1r1
(
pt

k − xt
k

)
+ c2r2

(
pt

g− xt
k

)
+ c3r3

(
xt

k′ − xt
k

)
（16）

c3 r3 xt
k′式中： 为学习因子； 为 (0,1) 间随机数； 为区

别于粒子 k的另一粒子 k'位置。

根据种群的进化规律，前期个人经验与种群经

验的学习价值不大，随着种群进化的推进，个人经

验与种群经验的学习价值越来越大，因此将学习因

子的自适应迭代方法设计为

c1 = c1min+
t

tmax
(c1max− c1min)

c2 = c2min+
t

tmax
(c2max− c2min)

c3 = c3max+
t

tmax
(c3min− c3max)

（17）

c1min c1max c1

t tmax

式中： 、 分别为学习因子 的最小值和最

大值； 为当前迭代次数； 为最大迭代次数。

c1 c2

c3

分析式（17）可知，随着种群进化，自身经验

学习因子 、种群经验学习因子 逐渐增大，表示

随着种群进化，两种经验的学习价值越来越大；向

其他个体学习因子 逐渐减小，表示这种随机学习

方式越来越弱化，利于算法后期的收敛。 

3.4    基于鲁棒粒子群算法的参数辨识流程

根据鲁棒粒子群算法原理，结合机械臂动力学

参数辨识模型，得到参数辨识流程如下。

w c1min c1max

c2min c2max c3min c3max

Step1：设置鲁棒粒子群算法参数，并初始化粒

子群。算法参数包括粒子数量 K、最大迭代次数

tmax、粒子惯性系数 、学习因子最值 、 、

、 、 、 等。

Step2：根据式（17）计算学习因子；依据式

（13）更新粒子速度和位置。

Step3：根据式（15）和式（12）剔除测量值中

的异常值，并计算粒子适应度。

Step4：更新粒子的个体历史最优位置和种群最

优位置。

Step5：判断是否达到最大迭代次数，若否则转

至 Step2；若是则输出最优粒子，解码得到最优的

动力学参数。 
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4    实验与分析
 

4.1    实验设计

以 Staubli TX-60 工业机械臂为实验对象，该机

械臂有 6 个自由度，实物如图 1a 所示，其连杆坐

标系如图 1b 所示。
  

z6 y6

y4 y5

z3

d4

d3

x1

（a）机械臂实物图 （b）连杆坐标系

y1

y3

x3

y0（z2）

x0（y2）

z0（z1, x2）

a2

x6

x5

z5z4x4
d6

图 1  Staubli TX-60 工业机械臂
 

αi ai di

θi

Staubli  TX-60 工业机械臂的 D-H 参数见表 1，
表中 为连杆扭转角， 为连杆长度， 为连杆偏

移距离， 为关节转角。
  

表 1　Staubli TX-60 工业机械臂 D-H 参数

i αi ai /mm di /mm θi /rad

1 0 0 0 (−2.6,2.6)

2 −π/2 0 0 (−2.1,2.1)

3 0 290 20 (−2.1,2.1)

4 −π/2 0 310 (−1.74,1.74)

5 π/2 0 0 (−1.74,1.74)

6 −π/2 0 70 (−4.36,4.36)
 

θ̇i θ̈i

ωx ωy ωz

Staubli TX-60 工业机械臂关节角运动约束、末

端执行器运输的角速度和线速度约束见表 2。表中

为关节角速度， 为关节角加速度，vx、vy、vz 为
3 向线速度， 、 、 为 3 向角速度。

ω f = 0.1 Hz L = 6在激励轨迹优化时，设置 、 。

以式（9）为目标、以式（10）为约束，采用人工

蜂群算法优化得到的激励轨迹如图 2 所示。 

4.2    精度和鲁棒性验证

将激励轨迹输入到上位机中，上位机控制机械

臂的关节转动。对于关节驱动电动机，其力矩与驱

动电流呈现正比关系，比例系数在说明书中给出。

因此采集各关节的驱动电流，采样频率为 250 Hz，

基于驱动电流解算出控制力矩（即驱动力矩标

称值）。
  

表 2　Staubli TX-60 工业机械臂约束

关节角速度 /（ rad/s） 关节角加速度 /（ rad/s2
） 末端执行器∣∣∣θ̇1∣∣∣ ⩽ 5.23

∣∣∣θ̈1∣∣∣ ⩽ 69.8 |vx | ⩽ 2 m/s∣∣∣θ̇2∣∣∣ ⩽ 5.23
∣∣∣θ̈2∣∣∣ ⩽ 69.8

∣∣∣vy
∣∣∣ ⩽ 2 m/s∣∣∣θ̇3∣∣∣ ⩽ 6.97

∣∣∣θ̈3∣∣∣ ⩽ 69.8 |vz | ⩽ 2 m/s∣∣∣θ̇4∣∣∣ ⩽ 8.72
∣∣∣θ̈4∣∣∣ ⩽ 69.8 |ωx | ⩽ 60 rad/s∣∣∣θ̇5∣∣∣ ⩽ 10.46
∣∣∣θ̈5∣∣∣ ⩽ 69.8

∣∣∣ωy
∣∣∣ ⩽ 60 rad/s∣∣∣θ̇6∣∣∣ ⩽ 17.44

∣∣∣θ̈6∣∣∣ ⩽ 69.8 |ωz | ⩽ 60 rad/s
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节
角

/r
a
d

6 8 10

图 2  优化的激励轨迹
 

为了验证本文方法在参数辨识中的精确性和鲁

棒性，在驱动电流的 1/10 段数据中加入幅值为 1 的

高斯白噪声，并随机插入粗大误差（幅值为 5）。

同时采用本文鲁棒粒子群算法和文献 [18] 量子粒子

群算法对最小动力学参数集进行辨识，鲁棒粒子群

算法对最小参数矩阵的辨识结果见表 3。

ρ

将辨识参数和图 2 中的激励轨迹代入到式

（6），得到驱动力矩的计算值。计算驱动力矩的

实际值与计算值的残差均方根（residual mean square-
root，RMS）、相关系数（记为 ）见表 4。

由表 4 可以看出，经鲁棒粒子群算法优化后，

驱动力矩实际值与计算值的残差均方根均值为

1.197 5 N·m，比量子粒子群算法减少了 75.29%；鲁

棒粒子群算法的力矩实际值与计算值相关度为

0.959 3，比量子粒子群算法提高了 11.73%。说明鲁

棒粒子群算法的参数辨识精度高于量子粒子群算法。

以关节 1 为例，鲁棒粒子群算法和量子粒子群算法

解算的力矩误差如图 3 所示。

由图 3 可以看出，鲁棒粒子群算法阶段的力矩

误差明显小于量子粒子群算法。结合图 3 和表 4 可

知，在存在随机误差和粗大误差的情况下，鲁棒粒
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子群算法的参数辨识精度高于量子粒子群算法。这

是因为：（1）鲁棒粒子群算法的适应度函数设计

中包含了去除粗大误差的能力，能够有效消除粗大

误差对参数辨识的影响，而粗大误差对量子粒子群

算法的参数辨识过程影响较大；（2）鲁棒粒子群

算法中加入了向其他个体学习方式这种新型方式，

并通过自适应调整学习因子，实现了学习经验和学

习价值的最大化，有效提高了算法的优化能力。因

此，鲁棒粒子群算法的参数辨识精度高于量子粒子

群算法。
 
 

0 5

时间/s

（a）关节 1 的辨识结果

（b）辨识的力矩残差

10

0

−2.0
−1.5
−1.0
−0.5

0

0.5
1.0
1.5
2.0
2.5

量子粒子群辨识残差
鲁棒粒子群辨识残差

鲁棒粒子群辨识力矩
力矩标称值

量子粒子群辨识力矩

1 2 3 4 6 7 8 95

时间/s

力
矩
残
差

/（
N

·m
）

−50

0

50

力
矩

/（
N

·m
）

10

图 3  关节 1 的辨识结果及残差
 

综上所述，在测量数据存在随机误差和粗大误

差的情况下，鲁棒粒子群算法具有较高的动力学参

数辨识精度和较强鲁棒性。 

5    结语

本文研究了机械臂动力学参数辨识问题，优化

了激励轨迹，设计了鲁棒粒子群算法的参数辨识方

法。经实验验证，得出以下结论：

（1）以矩阵条件数最小化为目标，对激励轨

迹进行优化，可以有效减小环境扰动对辨识精度的

影响。

（2）当环境中存在粗大误差和随机误差

时，鲁棒粒子群算法依然具有较高的参数辨识精

度，说明该方法在机械臂参数辨识中精度高且鲁

棒性强。
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